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Equivalence de la the´orie homotopique des n-groupo¨ıdes
et celle des espaces topologiques n-tronque´s
Zouhair TAMSAMANI
Introduction :
La pre´sente note est une continuation d’un periprint, sur les n-cate´gories et n-
groupo¨ıdes non stricte [Ti], en vue de montrer le The´ore`me suivant :
The´ore`me (3.0) : On de´signe par n-Ho-Top la cate´gorie localise´e des espaces
topologiques n-tronque´s par les e´quivalences d’homotopies faibles et par n-Ho-Gr la
cate´gorie localise´e des n-groupo¨ıdes par les n-e´quivalences exte´rieures. Alors les deux
foncteurs
n−Ho− Top
Πn( )
−−−−−−→
←−−−−−−
| |
n−Ho−Gr
re´alisation ge´ome´trique | | et n-groupo¨ıde de Poincare´ Πn( ) induisent une e´quivalence
entre les deux cate´gories n-Ho-Top et n-Ho-Gr.
On aborde le proble`me en deux e´tapes : la premie`re consiste a` construire, pour
chaque espace topologique n-tronque´ X , un isomorphisme | Πn(X) | −−−→X dans
la cate´gorie n-Ho-Top compatible avec la fonctorialite´ en X . La deuxie`me est de
construire, pour tout n-groupo¨ıde Φ, une n-e´quivalence exte´rieure Φ−−−→Πn(| Φ |)
compatible aussi avec la fonctorialite´ en Φ. Pour cela on s’inspire d’un re´sultat de Segal
[Sl] sur les espaces topologiques simpliciaux qui re´sout de´ja` la deuxie`me e´tape pour
n = 1. On utilise aussi quelques re´sultats de Bousfield-Kan [BK] qui traitent aussi
le cas n = 1 et montre que la limite homotopique directe d’un espace topologique
bisimplicial est faiblement e´quivalente a` la diagonale de celui-ci. Puis on introduit
deux foncteurs Ω et R comme suite :
(n+ 1)− ETS
Ω
−−−−−−→
←−−−−−−
R
n−ETS
qui permettent de donner une autre interpre´tation au n-groupo¨ıde de Poincare´ et la
re´alisation ge´ome´trique d’un espace topologique n-simplicial. On montre, pour tout
espace topologique X , on a le diagramme d’e´quivalences d’homotopie faibles suivant :
1
RnΩnX
∼
←−−−−−− Rn(F ◦ ΩnX)
∼
−−−−−−→ Rn(pi0 ◦ Ω
nX)
≀
y
y ≀
X | Πn(X) |
ou` F (Y ) = Y ×pi0(Y )g pi0(Y )
d paragraphe (3.3). Lorsqu’on regarde ce diagramme dans
la cate´gorie n-Ho-Top on obtient un isomorphisme de | Πn(X) | vers X compatible
avec la fonctorialite´ en X . Au deuxie`me e´tape on construit pour tout n-groupo¨ıde Φ
une n-e´quivalence exte´rieure de Φ vers Πn(| Φ |) compatible aussi avec la fonctorialite´
en Φ. D’autre part on ve´rifie que les foncteurs | | et Πn( ) pre´servent les e´quivalences
par lesquelles on localise, ce montre que ces foncteurs induisent effectivement une
e´quivalence entre les cate´gories n-Ho-Top et n-Ho-Gr.
On appelle espace topologique n-simplicial un foncteur contravariant de la cate´gorie
∆n vers celle des espaces topologiques. Une transformation (resp. isomorphisme) na-
turelle entre de tels foncteurs sera appele´e morphisme (resp. isomorphisme). Lorsque
n = 0 on retrouve les espace topologiques et les applications continues et pour n = 1
on dit simplement espace topologique simplicial. Soient n ≥ 0 un entier et X un es-
pace topologique. On dit que X est n-tronque´ si et seulement si pour tout x ∈ X les
groupes d’homotopies pii(X, x) sont nuls pour i > n.
(3.1).— QUELQUES RE´SULTATS DE G. Segal ET Bousfield-Kan :
De´finition (3.1.1) : On appelle espace simplicial de Segal un espace topologique
simplicial Φ ve´rifiant les trois axiomes :
(i) L’espace Φ0 est muni de la topologie discre`te.
(ii) Pour tout entier m ≥ 2, le morphisme :
Φm
δ[m]
−−−−−−→ Φ1×Φ0 · · ·×Φ0Φ1
est une e´quivalence d’homotopie faible (e.h.f).
(iii) L’ensemble simplicial pi0 ◦ Φ est le nerf d’un groupo¨ıde. (Les axiomes (i) et (ii)
entraˆınent que pi0 ◦ Φ le nerf d’une cate´gorie.)
La construction de la re´alisation ge´ome´trique d’une n-pre´-cate´gorie dans [11] garde
aussi un sens pour les espaces topologiques n-simpliciaux, mais dans ce cas on tiendra
compte de la topologie des espaces ΦM ou` M est un objet de ∆
n. On rappelle que
cette re´alisation ge´ome´trique est de´finie par :
| Φ |= [
∐
M
ΦM ×R
M ]∼
ou` ∼ est la relation qui permet d’identifier l’e´le´ment (x, σ
′
(a)) a` l’e´le´ment (σ”(x), a),
pour tout σ : M−−−→M
′
et tout (x, a) dans Φ
M
′
× R
M
. La topologie de | Φ | sera
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induite de la topologie produit puis la topologie quotient. Lorsque ΦM n’est pas munit
d’une topologie, on lui donne la topologie discre`te.
Soient Φ un espace simplicial et x, y deux e´le´ments de Φ0, on de´signe par Φ1(x, y)
l’image inverse de (x, y) par le morphisme :
Φ1
δ
′
0×δ
′
1−−−−−−→ Φ0 × Φ0
Φ1(x, y) = {f ∈ Φ1 | δ
′
0(f) = x et δ
′
1(f) = y}
D’autre part on a une injection Φ0−−−→ | Φ | qui envoie tout e´le´ment x de Φ0 vers la
classe | (x, 1) | dans | Φ |. Dans la suite on identifie Φ0 avec son image dans | Φ |. On
a un morphisme :
Φ1(x, y)
α
−−−−−−→ Chx,y(RΦ)
La notation Chx,y(| Φ |) de´signe l’espace des chemins de x vers y dans | Φ | et
le morphisme α est ce lui qui a` chaque f ∈ Φ1(x, y) fait correspondre le chemin
Γ : R−−−→ | Φ | tel que Γ(t) =| (f, t) |. Ce chemin va bien de x vers y en effet :
soient les morphismes δ”0 , δ
”
1 : {1}−−−→R et δ
′
0, δ
′
1 : Φ1−−−→Φ0 alors on a :
(f, δ”0(1)) ∼ (δ
′
0(f), 1) = (x, 1) = x
(f, δ”1(1)) ∼ (δ
′
1(f), 1) = (y, 1) = x
Lorsque Φ est un espace topologique simplicial on notera RΦ =| Φ |. On peut
maintenant e´noncer le the´ore`me principal de G. Segal.
The´ore`me (3.1.2) Si Φ est un espace simplicial de Segal, alors on a :
(i) Le morphisme α : Φ1(x, y)−−−→Ch
x,y(RΦ) est une e.h.f.
(ii) L’injection Φ0−−−→RΦ induit une bijection du tronque´ T (pi0 ◦ Φ) sur l’ensemble
pi0(RΦ).
Preuve : G. Segal [Sl]
Faisons maintenant une construction dans une autre direction. Soit X un espace
topologique et de´signons par Hom−(Rm, X) le produit fibre´ suivant :
Hom−(Rm, X) := Hom(Rm, X)×Xm+1 (X
disc)m+1
La notation ()disc signifie le meˆme espace avec la topologie discre`te. L’espace
Hom(Rm, X) est munit de la topologie compact-ouvert. L’application deHom(Rm, X)
vers Xm+1 est celle qui associe a` chaque m-simplexe f de Hom(Rm, X) ces (m+1)
sommets :
(f(δ”i ))0≤i≤m ou` δ
”
i : {1}−−−→R
m
Soit X un espace toplogique, on note par ΩX l’ensemble simplicial de´fini par :
3
(ΩX)
m
:= Hom−(Rm, X)
Remarquons ici que pour x, y dans X on a : (ΩX)
1
(x, y) = Chx,y(X).
Proposition (3.1.3) Si X est un espace topologique alors ΩX est un espace
simplicial de Segal.
Preuve : Remarquons d’abord que (ΩX) est un espace topologique simplicial, tel
que (ΩX)
0
= Xdisc. Conside´rons les morphismes sommets et coˆte´s suivants :
{1}
δ”i−−−−−−→ Rm
δ”ij
←−−−−−− R et posons Ri,i+1 = δ
”
i,i+1(R) et δ
”
i (1) = ε
i
On sait qu’il existe une re´traction par de´formation r de Rm sur la re´union de ces m
sommets :
Rm
r
−−−−−−→W :=
⋃
0≤i≤m−1
Ri,i+1
j
−−−−−−→Rm
tels que j ◦ r ∼ idRm et r ◦ j = idW . Le re´tracte r induit un inverse homotopique du
morphisme :
(ΩX)
m
δ[m]
−−−−−−→(ΩX)
1
×(ΩX)
0
· · ·×(ΩX)
0
(ΩX)
1
par le morphisme
(ΩX)
1
×(ΩX)
0
· · ·×(ΩX)
0
(ΩX)
1
φ
−−−−−−→(ΩX)
m
(
λi,i+1, (ai, ai+1)
)
i
−−−−−−→
(
λ ◦ r, (ai)i
)
ou` λ est le recollement des (λi,i+1) suivant le diagramme :
Ri,i+1 −−−−−−→ W
r
←−−−−−− Rm
λi,i+1
y λ
y
y λ◦r
X −−−−−−→
idX
X −−−−−−→
idX
X
On ve´rifiera facilement qu’on a : δ[m] ◦ φ = idB et φ ◦ δ[m] ∼ idA ou`
A = (ΩX)
m
et B = (ΩX)
1
×(ΩX)
0
· · ·×(ΩX)
0
(ΩX)
1
Si H est l’homotopie j ◦ r ∼ idRm , alors l’homotopie φ ◦ δ[m] ∼ idA est de´finie
explicitement omme suit :
I ×A
K
−−−−−−→ A
(
t, (f, (ai))
)
−−−−−−→
(
f ◦ H(t, ), f ◦ H(0, εi)
)
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♦D’autre part, si X est un espace toplogique, on a un morphisme :
R(ΩX) −−−−−−→ X
| ((f, ai), x) | −−−−−−→ f(x)
The´ore`me (3.1.4) Pour tout espace topologique X le morphisme :
R(ΩX) −−−−−−→ X
est une e´quivalence d’homotopie faible.
Preuve : (i) Ve´rifions d’abord qu’on a un isomorphisme entre les deux nerfs
pi0(ΩX) et Π1(X). Soient m un objet de ∆, et Γ = Γ1 × Γ2 un chemin dans (ΩX)m
entre deux e´le´ments (f, (xi)) et (g, (yi)) de (ΩX)m . Alors Γ1 est une homotopie entre
f et g dans Hom(Rm, X), et Γ2 un morphisme de l’intervalle I vers (X
disc)m+1
qui est ne´cessairement constant, car I = [0, 1] est connexe. Donc Γ1 est une
homotopie qui fixe les sommets. On en de´duit que le morphisme premie`re projection
Pr1 : (ΩX)m−−−→Xm induit un isomorphisme
pi0(ΩX)m
η1X(m)−−−−−−→ (Xm)
qui est en plus fonctorielle en m. D’ou` η1X : pi0(ΩX)−−−→Π1(X) est un isomorphisme
naturel.
(ii) L’ensemble pi0(X) est e´gale a` T [Π1(X)] lequel en bijection avec T [pi0(ΩX)] en
vertu de (i), donc d’apre`s le The´ore`me de Segal le morphisme R(ΩX)−−−→X induit
un isomorphisme sur les pi0.
(iii) Soient x, y deux points de X et conside´rons les deux morphismes :
(ΩX)
1
(x, y)
α
−−−−−−→ Chx,y(R(ΩX))
β
−−−−−−→ Chx,y(X)
ou` α est une e.h.f d’apre`s le The´ore`me de Segal, et β ◦ α un isomorphisme par
identification. Donc β est une e.h.f et induit par la suite des isomorphismes sur les
groupes d’homotopie de R(ΩX) et X en degre´ ≥ 1.
♦
The´ore`me (3.1.5) Si t : Φ−−−→Ψ est un morphisme entre espaces simpliciaux,
tel que pour tout objet m de ∆ le morphisme tm : Φm−−−→Ψm est une e.h.f. Alors
Rt : RΦ−−−→RΨ est une e´quivalence d’homotopie faible.
Re´sumons d’abord les re´sultats de Bousfield-Kan [BK] qu’on va utiliser pour
de´montrer ce The´ore`me :
(i) Si X est un espace topologique, alors le morphisme naturel :
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| Sin(X) |
∼
−−−−−−→ X
est une e´quivalence d’homotopie faible, ou` Sin(X) est le foncteur singulier de´fini par
Sin(X) = Hom(Rm, X) ([BK] p. 329).
(ii) Si f : Φ−−−→Ψ est un morphisme d’ensembles 2-simpliciaux tel que pour tout
entier m ≥ 0 le morphisme | fm |:| Φm | −−−→ | Ψm | est une e.h.f, alors f induit une
e.h.f sur les limites homotopiques | holimΦ | −−−→ | holimΨ | ([BK] p. 329).
(iii) Si Φ est un ensembles 2-simplicial, alors on a une e.h.f | holimΦ | −−−→ | diagΦ |
ou` diagΦ est la diagonale de Φ de´finie par (diagΦ)m = Φm,m ([BK] p. 331).
(iv) On peut ve´rifier facilement que pour tout ensemble simplicial Φ on a une e.h.f :
| diagSinΦ | −−−→ | Φ |
Preuve : (1) Pour tout entierm ≥ 0 et graˆce a` (i) on a un diagramme commutatif :
| SinΦm |
µ
−−−−−−→ | SinΨm |
≀
y
y ≀
Φm
∼
−−−−−−→ Ψm
qui induit un autre diagramme commutatif sur les pii, donc µ est une e.h.f.
(2) En vertu de (ii), (iii) et (iv) on a les deux diagrammes commutatifs :
| holimSinΦ |
∼
−−−−−−→ | diagSinΦ |
∼
−−−−−−→ | Φ |
≀
y
y φ
y |f |
| holimSinΨ | −−−−−−→
∼
| diagSinΨ | −−−−−−→
∼
| Ψ |
on en de´duit de meˆme que φ est une e.h.f et puis | f | est une e.h.f ♦
Maintenant on va proce´der a` une construction de deux foncteurs qui vont permettre
graˆce aux re´sultats pre´ce´dents de donner une interpre´tation re´currente du n-groupo¨ıde
de Poincare´ Πn(X) d’un espace topologique ainsi que sa re´alisation ge´ome´trique
construis dans [11]. En suite on va utiliser cette nouvelle construction pour montrer
que les groupes d’homotopies des espaces X et | Πn(X) | sont isomorphes.
(3.2).— LES FONCTEURS R ET Ω :
Soit n un entier positif. On de´signe par n-ETS la cate´gorie des espaces topologiques
n-simpliciaux et par n-ES celle des ensembles n-simpliciaux.
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On de´signe par R : (n+1)-ETS −−−→ n-ETS le foncteur covariant de´finit pour tout
M objet de ∆n+1 par (RΦ)
M
:= R(Φ
M
). On obtient alors une suite de ce genre de
foncteurs :
R
−−−→ (n+1)-ETS
R
−−−→ n-ETS
R
−−−→
R
−−−→ ETS
R
−−−→ Top
D’autre part on de´finit un autre foncteur covariant Ω : n-ETS −−−→ (n+)-ETS pour
tout (M,m) objet de ∆n ×∆ par (ΩΦ)
M,m
:= (ΩΦ
M
)
m
. De meˆme on a une suite de
foncteurs :
Top
Ω
−−−→ ETS
Ω
−−−→
Ω
−−−→ n-ETS
Ω
−−−→ (n+1)-ETS
Ω
−−−→
Proposition (3.2.1) : Pour tout espace topologique X il existe un isomorphisme
naturel entre les deux n-pre´-cate´gories pi0(Ω
nX) et Πn(X) compatible avec la foncto-
rialite´ en X. Et on en de´duit que pi0(Ω
nX) est un n-groupo¨ıde.
Preuve : Montrons la proposition par re´currence sur n. Soient X un espace
topologique et m un objet de ∆. On sait d’apre`s la preuve du The´ore`me (3.1.4) que le
morphisme premie`re projection Pr1 : (ΩX)m−−−→Xm induit un isomorphisme naturel
η1X : pi0(ΩX)−−−→Π1(X). On peut ve´rifier facilement que η
1
X est compatible avec la
fonctorialite´ en X des foncteurs pi0(ΩX) et Π1(X). La proposition est donc vraie pour
n = 1. Formulons notre hypothe`se de re´currence comme suit : on suppose que jusqu’a`
un rang n il existe un isomorphisme naturel ηnX : pi0(Ω
nX)−−−→Πn(X) compatible
avec la fonctorialite´ en X . Posons Y = (ΩX)m alors il existe un isomorphisme
ηnY : pi0(Ω
nY )−−−→Πn(Y ). Comme ΩX est un foncteur, il s’en suit que η
n
Y est
fonctoriel en m. Pour M objet de ∆n, la projection Pr1 induit un isomorphisme :
YM = (ΩX)m,M −−−−−−→ Xm,M
qui pre´serve les relations d’e´quivalences et induit a` son tour un isomophpisme
Fm,M : YM −−−−−−→ Xm,M
fonctoriel en X et en (m,M). Par suite on obtient un isomorphisme
Fm : Πn
(
(ΩX)m
)
−−−−−−→ Πn+1(X)m
Le compose´ des deux isomorphismes naturels :
pi0(Ω
nX)m
ηnY−−−−−−→ Πn
(
(ΩX)m
)
Fm−−−−−−→ Πn+1(X)m
est un isomorphisme fonctoriel en X et en m. On en de´duit un isomorphisme :
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pi0(Ω
nX)
ηn+1
X−−−−−−→ Πn+1(X)
compatible avec la fonctorialite´ en X . ♦
Remarque : Un raisonnement analogue a` celui utilise´ dans la preuve de la
proposition (3.2.1) montre qu’on a aussi, pour tout espace topologique X et tout
objet M de ∆n, un isomorphisme naturel :
Π1
(
(ΩnX)M
)
−−−−−−→ Πn+1(X)M
compatible avec la fonctorialite´ en X et en M .
Nous avons construit pour chacun des n-espaces topologique simpliciaux pi0(Ω
nX)
et Πn(X) une re´alisation ge´ome´trique de deux fac¸on diffe´rentes. Comme ces deux n-
espaces sont isomorphes, il est naturel de voir comment se comportent leur re´alisations
ge´ome´triques.
Proposition (3.2.2) : Soit Φ un objet de n-ETS. Alors les deux espaces
topologiques RnΦ et | Φ | sont home´omorphes.
Preuve : Pour cela on va faire une re´currence sur n. Lorsque n = 1 on a RΦ =| Φ |.
Supposons que la proposition soit vraie jusqu’a` un rang n et soit Φ un objet de (n+1)-
ETS. En appliquant l’hypothe`se de re´currence a`RΦ, on obtient un home´omorphisme :
Rn+1Φ −−−−−−→ | RΦ |
On est donc amene´ a` montrer que | RΦ | est home´omorphe a` | Φ |. Pour toutM objet
de ∆ on a un morphisme naturel :
∐
m
ΦM,m ×R
m −−−−−−→ (RΦ)M
Et par suite un morphisme :
A =
∐
m,M
ΦM,m ×R
m ×RM
φ
−−−−−−→
∐
M
(RΦ)M ×R
M = B
(a, (x0, x)) −−−−−−→
(
| (a, x0) |, x
)
ce morphisme pre´serve les relations d’e´quivalences de´finies sur A et B, en effet :
Soient (a, (x0, x)) un e´le´ment de ΦM,m×R
m
′
×RM
′
et τ×σ : [M ]×[m]−−−→[M
′
]×[m
′
]
une fle`che de ∆n × ∆. Les deux e´le´ments (a, (τ × σ)”(x0, x)) et ((τ × σ)
′
a, (x0, x))
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de A repre´sentent la meˆme classe dans | Φ |. Montrons alors que leur images par φ
repre´sentent aussi la meˆme classe dans | RΦ |. On a :
φ
(
a, (τ × σ)”(x0, x)
)
=
(
| (a, σ”x0) |, τ
”x)
)
φ
(
(τ × σ)
′
a, (x0, x)
)
=
(
| ((τ × σ)
′
a, x0) |, x
)
En utilisant les deux diagrammes commutatifs suivants :
[M ]× [m]
I[M]×σ
−−−→ [M ]× [m
′
]
τ×I[m]
y
y τ×I
[m
′
]
[M
′
]× [m] −−−−→
I
[M
′
]
×σ
[M
′
]× [m
′
]
Φ
M
′
,m
′
(I
[M
′
]
×σ)
′
−−−−−−→ Φ
M
′
,m
(τ×I
[m
′
]
)
′
y
y (τ×I[m])′
Φ
M,m
′
−−−−−→
(I[M]×σ)
′
Φ
M,m
on obtient les relations suivantes :
| ((τ × σ)
′
a, x0) | = | ((τ × I[m])
′
× (I[M ′ ] × σ)
′
a, x0) |
= | τ
′
|| ((I[M ′ ] × σ)
′
a, x0) |
= | τ
′
|| (a, σ”x0) |
ou` | τ
′
| de´signe le morphisme naturel :
| φM ′ | −−−−−−→ | φM |
| (a, y) | −−−−−−→ |
(
(τ ◦ I[m])
′
a, y
)
|
Donc l’image par φ devient :
φ
(
(τ × σ)
′
a, (x0, x)
)
=
(
| τ
′
|| (a, σ”x0) |, x
)
∼
(
| (a, σ”x0) |, τ
”x)
)
= φ
(
a, (τ × σ)”(x0, x)
)
On en de´duit donc que φ pre´serve les relation d’e´quivalences et par suite induit un
morphisme | φ | : | Φ | −−−→ | RΦ |. Le morphisme | φ | admet un inverse | G | de´fini
pour tout (a, x0, x) dans ΦM,m ×R
m ×RM par :
| G ||
(
| (a, x0) |, x
)
|:=| (a, (x0, x)) |
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Ce qui montre que | φ | est un home´omorphisme, et par conse´quent les deux espaces
RnΦ et | Φ | sont home´omorphes.
♦
Remarque (3.2.3) : Lorsqu’on remplac¸e dans la proposition pre´ce´dente Φ par
pi0(Ω
nX) on voit que Rnpi0(Ω
nX) est home´omorphe a` | pi0(Ω
nX) |, lequel est
home´omorphe a` | Πn(X) |, car les deux n-groupo¨ıdes pi0(Ω
nX) et Πn(X) sont
isomorphes. Donc on obtient un home´omorphisme :
Rnpi0(Ω
nX) −−−−−−→ | Πn(X) |
Proposition (3.2.4) : Soit X un espace topologique. Alors pour tout n ≥ 1 il
existe une e´quivalence d’homotopie faible :
RnΩnX
µnX−−−−−−→ X
compatible avec la fonctorialite´ en X.
Preuve : Le the´ore`me (3.1.4) montre que la proposition est vraie pour n = 1.
Supposons maintenant qu’elle soit vraie jusqu’a` un rang n. Soit m un objet de ∆,
donc en appliquant l’hypothe`se de re´currence a` l’espace Z(m) = (ΩX)m, il existe une
e.h.f :
RnΩnZ(m)
µn
Z(m)
−−−−−−→ Z(m)
fonctorielle en Z(m). Or on sait que Z = ΩX est un foncteur, alors :
RnΩn+1X
µnZ−−−−−−→ ΩX
est un morphisme dans ETS. Donc d’apre`s le The´ore`me (3.1.5) on obtient une e.h.f :
Rn+1Ωn+1X
RµnZ−−−−−−→ RΩX
Et en composant avec le morphisme µ1X : RΩX−−−→X , on obtient notre morphisme
µn+1X qui est fonctoriel en X car les foncteurs Ω et R le sont. ♦
(3.3).— LES ESPACES | Πn(X) | ET X DANS n-Ho-T op :
Soit X un espace topologique. La surjection canonique p : X−−−→pi0(X) n’est pas
continue en ge´ne´ral, si on munit pi0(X) de la topologie discre`te ; exemple : siX = A∪B
avec
A = {(0, y) | −1 ≤ y ≤ 1} et B = {(x, sin(1/x)) | 0 < x ≤ 1/2pi}
L’espace X , munit de la topologie induite de celle du plan re´el R2, est connexe mais
n’est pas connexe par arcs et on a pi0(X) = {A,B}. L’application p n’est pas continue
car p(X) = pi0(X) n’est pas connexe.
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Comme on ne peut pas passer de X a` pi0(X) par une application continue, il est
possible de faire appelle a` un espace interme´diaire qui aura cette proprie´te´. Soit X
un espace topologique on lui associe fonctoriellement un espace F (X) de´fini par le
produit fibre´ :
F (X) := X×pi0(X)gpi0(X)
d
ou` ( )g et ( )d de´signent respectivement la topologie grossie`re et la topologie discre`te.
On peut aussi voir cet espace comme la re´union disjointe :
F (X) :=
disc∐
α∈K
Cα
ou` Cα est une composante connexe par arcs et K un syste`me de repre´sentants fixe´.
On re´cupe`re alors les deux projections comme deux applications continue vers X et
pi0(X) :
X
Pr1←−−−−−− F (X)
Pr2−−−−−−→ pi0(X)
Proposition (3.3.1) : Pour tout espace topologique X, le morphisme Pr1 est une
e´quivalence d’homotopie faible. Si en plus X est 0-tronque´ le morphisme Pr2 est aussi
une e´quivalence d’homotopie faible.
Preuve : Un e´le´ment de F (X) s’e´crit par (x, α) avec α dans K et x dans la
composante Cα. Si γ est un chemin dans F (X) entre (x, α) et (y, β), alors Pr1 ◦ γ
est un chemin dans X entre x et y, ce qui montre que α = β. On en de´duit que
Pr1 induit une bijection sur les pi0. Soient (x, α) un e´le´ment de F (X), i ≥ 1 un
entier et Γ : (Si, s0)−−−→(F (X), (x, α)) un morphisme. Le morphisme Pr2 ◦ Γ est a`
valeurs dans l’espace discret pi0(X), donc constant (car S
i est connexe) et prend la
valeur Cα. Ce qui montre que Γ est comple`tement de´termine´ par sa projection Pr1◦Γ.
Par suite Pr1 induit des isomorphismes sur les pii. Donc Pr1 est une e.h.f. Lorsque
X est 0-tronque´, les groupes pii(X, x) sont nuls pour i ≥ 1, il en est de meˆme des
groupes pii(F (X), (x, α)). D’autre part pour i ≥ 1 les groupes pii(pi0(X), Cα) sont nuls
et pi0(pi0(X)) est en bijection avec pi0(X). D’ou` Pr2 est une e.h.f. ♦
La correspondance X−−−→F (X) est en fait fonctorielle et par conse´quent donne un
foncteur F : n-ETS −−−→ n-ETS qui envoie Φ vers F ◦ Φ. Par suite on obtient deux
morphismes :
Φ
α(Φ)
←−−−−−− F ◦ Φ
β(Φ)
−−−−−−→ pi0 ◦ Φ
avec pour tout M objet de ∆n, α(ΦM ) est une e´quivalence d’homotopie faible et
β(Φ)M en est une lorsque ΦM est 0-tronque´.
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Proposition (3.3.2) : Soit Φ un objet de n-ETS tel que pour tout objet M de ∆
l’espace ΦM est 0-tronque´. Alors il existe deux e´quivalences d’homotopies faibles, qui
sont fonctorielles en Φ :
RnΦ
Rnα(Φ)
←−−−−−− Rn(F ◦ Φ)
Rnβ(Φ)
−−−−−−→ Rn(pi0 ◦ Φ)
Preuve : Montrons la proposition par re´currence sur n.
Pour n = 1 il suffit d’appliquer le The´ore`me (3.1.5) aux deux morphismes :
Φ
α(Φ)
←−−−−−− F ◦ Φ
β(Φ)
−−−−−−→ pi0 ◦ Φ
qui donne alors deux e´quivalences d’homotopies faibles :
RΦ
Rα(Φ)
←−−−−−− R(F ◦ Φ)
Rβ(Φ)
−−−−−−→ R(pi0 ◦ Φ)
Supposons la proposition vraie jusqu’a` un rang n, et soit Φ un objet de (n+1)-ETS.
En appliquant l’hypothe`se de re´currence a` Φm et en utilisant la fonctorialite´ de Φ en
m on obtient deux morphismes dans la cate´gorie 1-ETS :
RnΦ
Rnα(Φ)
←−−−−−− Rn(F ◦ Φ)
Rnβ(Φ)
−−−−−−→ Rn(pi0 ◦ Φ)
et puis par le The´ore`me (3.1.5) on obtient :
Rn+1Φ
Rn+1α(Φ)
←−−−−−− Rn+1(F ◦ Φ)
Rn+1β(Φ)
−−−−−−→ Rn+1(pi0 ◦ Φ)
♦
Proposition (3.3.3) : Soit Φ un objet de n-ETS tel que pour tout objet M de ∆n
l’espace ΦM soit i-tronque´ avec i ≥ 1. Alors pour tout N objet de ∆
n+1 l’espace ΩΦ
N
est (i-1)-tronque´.
Preuve : Soient Φ un objet de n-ETS et (M,m) un objet de ∆n ×∆. L’ensemble
ΦM est un espace toplogique, donc ΩΦM est un espace simplicial de Segal et en
particulier on a une e.h.f :
(ΩΦ
M
)
m
δ[m]
−−−−−−→(ΩΦ
M
)
1
×(Φ
M
)disc · · ·×(Φ
M
)disc(ΩΦM )1
Donc il suffit de montrer que Ψ1 := (ΩΦM )1 est (i+1)-tronque´.
Remarquons d’abord que :
Ψ1 =
∐
x,y∈ΦM
Chx,y(ΦM ) et Ψ1(x, y) = Ch
x,y(ΦM )
La composition des chemins permet de construire, chaque fois qu’on a un chemin g
dans Ψ1(x, y), une e´quivalence d’homotopie :
Ψ1(x, y)−−−−−−→Lacet
x(ΦM ) ou` Lacet
x(Φ
M
) = Chx,x(Φ
M
)
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Soit f un e´le´ment de Ψ1(x, y), alors Lacet
f (Ψ1) = Lacet
f (Ψ1(x, y), ce qui montre
qu’on a une e´quivalence d’homotopie :
Lacetf (Ψ1)−−−−−−→Lacet
gf
(
Lacetx(ΦM )
)
En particulier, pour tout entier k ≥ 1 le groupe pik(Ψ1, f) est isomorphe a` pik+1(ΦM , x)
et pi0(Ψ1(x, y), f) isomorphe a` pi1(ΦM , x). ♦
Remarque (3.3.4) : Lorsqu’on pose Φ = ΩnX dans la Proposition (3.3.2) on
obtient le diagramme d’e´quivalences d’homotopie faibles suivant :
RnΩnX
∼
←−−−−−− Rn(F ◦ ΩnX)
∼
−−−−−−→ Rn(pi0 ◦ Ω
nX)
≀
y
y ≀
X | Πn(X) |
ce qui montre qu’on a deux e´quivalences d’homotopie faibles, fonctorielles en X :
X
∼
←−−−−−− Fn(X)
∼
−−−−−−→
γ
| Πn(X) |
ou` Fn(X) = R
n(F ◦ ΩnX). Les espaces Fn(X) et | Πn(X) | sont des re´alisations
ge´ome´triques, donc des CW-complexes et par suite γ est une e´quivalence d’homotopie.
Lorsqu’on regarde ce diagramme dans la cate´gorie n-Ho-Top, l’inverse de γ permet
d’obtenir un isomorphisme de | Πn(X) | vers X compatible avec la fonctorialite´ en X
(3.4).— LES n-GROUPOIDES Φ ET Πn(| Φ |) DANS n-Ho-Gr :
Dans ce paragraphe on va traiter la deuxie`me e´tape qui consiste a` construire
pour tout n-groupo¨ıde Φ une e´quivalence exte´rieure entre Φ et Πn(| Φ |) et qui va
correspondre a` un isomorphisme dans la cate´gorie n-Ho-Gr. Soit Φ un n-groupo¨ıde.
On peut construire de fac¸on naturelle un morphisme
L : Φ −−−−−−→ Πn(| Φ |)
de´fini pour tout objet M de ∆n par :
ΦM
L
M−−−−−−→ | Φ |M
a −−−−−−→ L
M
(a) := f
avec
RM
f
−−−−−−→ | Φ |
x −−−−−−→ | (a, x) |
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Montrons d’abord que ce morphisme est bien de´fini c.a`.d que f est un e´le´ment de
| Φ |M . Soient (m1, · · · , mn) un objet de ∆
n et 1 ≤ k < n un entier, et posons :
N = (m1, · · · , mk−1) S = (mk+1, · · · , mn)
γ = IN × I[0] × δ0 γ0 = IN × I[0] × e0S
α = IN × δi × IS avec 0 ≤ i ≤ mk
Ou` δi est l’application qui envoie 0 vers i et e0S est l’unique application de S vers 0S .
Soient les diagrammes :
N × [mk]× S
α
←−−−−−− N × [0]× S
γ
←−−−−−−
−−−−−−→
γ0
N × [0]× 0S
RS ×Rmk ×RN
α”
←−−−−−− RS ×R0 ×RN
γ”
←−−−−−−
−−−−−−→
γ”0
R0S ×R0 ×RN
ΦN,mk,S
α
′
←−−−−−− ΦN,0,S
γ
′
←−−−−−−
−−−−−−→
γ
′
0
ΦN,0,0S
Comme Φ est un n-groupo¨ıde, le foncteur ΦN est constant donc ΦN,0,S = ΦN,0,0S et
γ
′
= γ
′
0 = idΦN,0,0S .
Soit
(
a, (x, δ”i (1), y)
)
∈ RS ×Rmk ×RN donc f(x, δ”i (1), y) =|
(
a, (x, δ”i (1), y)
)
|.
(
a, (x, δ”i (1), y)
)
=
(
a, α”(x, 1, y)
)
∼
(
α
′
a, (x, 1, y)
)
=
(
γ
′
0γ
′
α
′
a, (x, 1, y)
)
∼
(
γ
′
α
′
a, γ”0(x, 1, y)
)
=
(
γ
′
α
′
a, (1S, 1, y)
)
∼
(
α
′
a, γ”(1S , 1, y)
)
=
(
α
′
a, (δ”0S(1), 1, y)
)
∼
(
a, α”(δ”0S (1), 1, y)
)
=
(
a, (δ”0S(1), δ
”
i (1), y)
)
On en de´duit que f(x, δ”i (1), y) = f(δ
”
0S(1), δ
”
i (1), y) ne de´pend pas de x et ce ci
pour tout 1 ≤ k ≤ n, ce qui montre que f est bien dans | Φ |M . On veut prouver
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par re´currence sur n que le morphisme L est une n-e´quivalence exte´rieure. Donc
on aimerait bien savoir si une n-e´quivalence exte´rieure peut se de´duire d’une (n-1)-
e´quivalence exte´rieure. D’abord pour un n-nerf Φ et pour tout couple d’objets (x, y)
de Φ, on de´signe par Φ1(x, y) la (n-1)-pre´-cate´gorie de´finie pour tout objet M de
∆n−1 par :
Φ1(x, y)(M) := Φ1,M (x, y) = {σ ∈ Φ1,M | δ
′
0(σ) = x et δ
′
1(σ) = y}
avec δ
′
i = (δi × IM )
′
: Φ1,M −−−−−−→ Φ0,M = Φ0n
Il est aise´ de voir que Φ1(x, y) est muni d’une structure de (n-1)-nerf induite par celle
de Φ1 ; c’est le (n-1)-nerf des fle`ches de Φ qui ont pour source et but respectivement
x et y. Lorsque Φ1 est un (n-1)-groupo¨ıde il en est de meˆme pour Φ1(x, y).
Proposition (3.4.1) : Un morphisme F : Φ−−−→Ψ entre n-groupo¨ıdes est une
n-e´quivalence exte´rieure si et seulement si :
(i) l’application pi0(F ) : pi0(Φ)−−−→pi0(Ψ) est surjective.
(ii) Pour tout x, y dans Ob(Φ) :
F1(x, y) : Φ1(x, y) −−−−−−→ Ψ1(F (x), F (y))
est une (n-1)-e´quivalence exte´rieure.
Preuve : Remarquons d’abord que (ii) montre que pi0(F ) est aussi injective.
D’apre`s la proposition (2.2.4)dans [11], une n-e´quivalence exte´rieure entre deux
groupo¨ıdes se traduit par des isomorphismes entre leurs groupes d’homotopies.
Pour tout x, y objets de Φ et tout f objet de Ci(Φ)(x, y) avec 2 ≤ i ≤ n on a :
pi0(Φ1(x, y)) = T
n−1(Φ1(x, y)) = (T
n−1Φ1)(x, y) = HomC1(Φ)(x, y) ≃ pi1(Φ, x)
Ci−1(Φ1(x, y)) = T
n−iΦI(i−1)(x, y) = Ci(Φ)(x, y)
pii(Φ, f) = pii−1(Φ1(x, y), f)
L’axiome (ii) est e´quivalent de dire que F induit des isomorphismes sur les pii pour
1 ≤ i ≤ n, ce qui montre la proposition. ♦
Soit Φ une n-pre´-cate´gorie. On de´signe par PΦ l’espace topologique simplicial de´fini
pour tout m par : (PΦ)m = R
n−1Φm. On a alors RPΦ = R
nΦ ≃| Φ |.
Proposition (3.4.2) : (i) Soit Φ un n-groupo¨ıde, alors PΦ est un espace simplicial
de Segal avec :
T (pi0(PΦ)) = T
nΦ et pi0(PΦ) ≃ T
n−1Φ
(ii) Soit F : Φ−−−→Ψ une n-e´quivalence exte´rieure entre n-groupo¨ıdes, alors le
morphisme RnF : RnΦ−−−→RnΨ est une e´quivalence d’homotopie faible.
Preuve : On va montrer la proposition par re´currence sur n.
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Cas n = 1 : Un groupo¨ıde Φ est en particulier un espace simplicial de Segal lorsqu’on
conside`re la topologie discre`te sur les ensemble Φm. On a PΦ = Φ et pi0(Φ) = Φ ,
d’ou` T (pi0(Φ)) = TΦ.
Soit F : Φ−−−→Ψ une 1-e´quivalence exte´rieure entre groupo¨ıdes. Donc pour tous x, y
objets de Φ on a :
F1(x, y) : Φ1(x, y) −−−−−−→ Ψ1(x
′
, y
′
)
est une bijection, conside´re´e comme home´omorphisme par la topologie discre`te.
D’apre`s le The´ore`me (3.2.1) de Segal, on a deux e.h.f :
Φ1(x, y) −−−−−−→ Ch
x,y(RΦ)
Ψ1(x
′
, y
′
) −−−−−−→ Chx
′
,y
′
(RΨ)
qui rendent commutatif le diagramme suivant :
Φ1(x, y)
F1(x,y)
−−−−−−→ Ψ1(x
′
, y
′
)
y
y
Chx,y(RΦ) −−−−−−→
Chx,y(RF )
Chx
′
,y
′
(RΨ)
et qui induisent un diagramme commutatif sur les pii pour i ≥ 0. Ce qui montre que
RF induit des isomorphismes sur les pii pour i ≥ 1. D’autre part on a le diagramme
commutatif suivant :
TΦ
∼
−−−−−−→ TΨ
≀
y
y ≀
pi0(RΦ) −−−−−−→
pi0(RF )
pi0(RΨ)
qui entraˆıne que pi0(RF ) est une bijection et par conse´quent RF : RΦ−−−→RΨ est
une e.h.f. Supposons la proposition vraie pour n et montrons qu’elle l’est pour n+1.
Soit F : Φ−−−→Ψ une (n+1)-e´quivalence exte´rieure entre (n+1)-groupo¨ıdes. Pour tout
entier m ≥ 2, on applique l’hypothe`se de re´currence a` la n-e´quivalence :
Φm
δ[m]
−−−−−−→ Φ1×Φ0 · · ·×Φ0Φ1
on obtient l’e.h.f :
RnΦm −−−−−−→ R
n(Φ1×Φ0 · · ·×Φ0Φ1)
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Lemme (3.4.3) : Si Φ est un espace topologique n-simplicial, alors pour tout entier
m ≥ 2 le morphisme θ(Φ) dans le diagramme commutatif suivant :
Rn−1Φm
Rn−1δ[m]
−−−−−−→ Rn−1(Φ1×Φ0 · · ·×Φ0Φ1)
‖
y θ(Φ)
Rn−1Φm −−−−−−→
δ[m]
Rn−1Φ1×
Rn−1Φ0
· · ·×
Rn−1Φ0
Rn−1Φ1
est une e´quivalence d’homotopie faible (e.h.f).
Preuve : On sait que si K et L sont deux ensemble simpliciaux, l’application
continue θ : R(K × L)−−−→R(K) × R(L) posse`de une application inverse qui est
continue sur toute cellule produit de R(K)×R(L) ( J. Peter May [2]). Cette situation
montre que θ induit des isomorphismes sur les groupes d’homotopies et on conclut que
θ est une e.h.f. Un raisonnement analogue, qui tient compte de la topologie, permet
de prolonger cela a` un produit fibre´ fini d’espaces topologiques simpliciaux. On en
de´duit que le Lemme est vrai pour n = 2. Supposons le Lemme vrai pour n ≥ 2
et montrons qu’il est vrai pour n+1. Soit Φ un espace topologique (n+1)-simplicial
simplicial. En appliquant l’hypothe`se de re´currence a` l’espace topologique simplicial
RΦ, on obtient une e.h.f :
Rn−1(RΦ1×RΦ0 · · ·×RΦ0RΦ1)
θ(RΦ)
−−−−−−→ RnΦ1×RnΦ0 · · ·×RnΦ0R
nΦ1
D’autre part, pour tout M objet de ∆n−1, on applique l’hypothe`se de re´currence a`
l’ensemble simplicial Φ1,M on obtient une e.h.f :
R(Φ1,M×Φ0n−1
· · ·×
Φ0n−1
Φ1,M)
µ
M−−−−−−→ RΦ1,M×RΦ0n
· · ·×
RΦ0n
RΦ1,M
Comme µ
M
est fonctoriel en M , on lui applique le The´ore`me (3.1.5) (Bousfield-Kan
[BK]) (n-1)-fois, ce qui donne une e.h.f :
Rn(Φ1×Φ0 · · ·×Φ0Φ1)
Rn(µ)
−−−−−−→ Rn−1(RΦ1×RΦ0 · · ·×RΦ0RΦ1)
Le compose´ θ(RΦ) ◦ Rn(µ) = θ(Φ), et par conse´quent θ(Φ) est une e.h.f ♦
D’apre`s le Lemme (3.4.3) et en remarquant que RnΦm = (PΦ)m on voit que :
(PΦ)m −−−−−−→ (PΦ)1×(PΦ)0 · · ·×(RΦ)0 (PΦ)1
est une e.h.f. On en de´duit que PΦ ve´rifie l’axiome (ii) de Segal.
L’espace (PΦ)0 ≃| Φ0 |= Φ0n+1 car le foncteur Φ0 est constant, d’ou` l’axiome (i) de
Segal.
Montrons maintenant que : T (pi0(PΦ)) = T
n+1Φ , et pour cela on pose :
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A = pi0(PΦ) et B = pi0(P(TΦ))
D’apre`s l’hypothe`se de re´currence P(TΦ) est un espace simplicial de Segal, donc B
est un groupo¨ıde et TB = Tn+1Φ.
RnΦ0 = [
∐
m
Rn−1Φ0,m ×R
m]∼ = Rn−1Φ0,0 car (Φ0,m = Φ0,0)
alors TA = [RnΦ0]
∼ = [Rn−1Φ0,0]
∼ = TB = Tn+1Φ
En vertu du The´ore`me de Segal on a les isomorphismes :
A(m) = pi0(RPΦm)
∼
−−−−−−→ T [pi0(PΦm)]
Et par hypothe`se de re´currence on a :
T [pi0(PΦm)] = T
nΦm
On en de´duit que A ≃ TnΦ et par suite PΦ satisfait les axiomes (i) et (iii) de Segal
(c’est alors un espace simplicial de Segal). Montrons maintenant que le morphisme
Rn+1F : Rn+1Φ−−−→Rn+1Ψ est une e.h.f.
Comme F : Φ−−−→Ψ est une (n+1)-e´quivalence exte´rieure, cela implique d’apre`s la
Proposition (4.3.1) que pour tout x, y dans Ob(Φ) :
F1(x, y) : Φ1(x, y) −−−−−−→ Ψ1(x
′
, y
′
)
est une n-e´quivalence exte´rieure, et par l’hypothe`se de re´currence une e.h.f :
RnF1(x, y) : R
nΦ1(x, y) −−−−−−→ R
nΨ1(x
′
, y
′
)
D’apre`s le The´ore`me de Segal et la Proposition (3.4.2), applique´s a` PΦ, on a d’une
part un diagramme commutatif :
TnΦ = T (pi0(PΦ))
∼
−−−−−−→ pi0(R
n+1Φ)
≀
y
y pi0(Rn+1F )
TnΨ = T (pi0(PΨ))
∼
−−−−−−→ pi0(R
n+1Ψ)
qui entraˆıne que pi0(R
n+1F ) est une bijection.
Et d’autre part, comme RnΦ1(x, y) = (PΦ)1(x, y), le morphisme F : Φ−−−→Ψ induit
un morphisme PΦ : PΦ−−−→PΨ et puis un diagramme commutatif :
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(PΦ)1(x, y)
e.h.f
−−−−−−→ (PΨ)1(x
′
, y
′
)
e.h.f
y
y e.h.f
Chx,y(Rn+1Φ) −−−−−−→ Chx
′
,y
′
(Rn+1Ψ)
lequel induit des isomorphismes sur les pii pour i ≥ 0, ce qui montre que R
n+1F induit
des isomorphismes sur les pii pour i ≥ 1. Par conse´quent R
n+1F est une e.h.f.
♦
Proposition (3.4.4) : Soient f : X−−−→Y une e´quivalence d’homotopie faible,
n ≥ 1 un entier et Φ un n-groupo¨ıde. Alors on a :
(i) Le morphisme Πn(f) : Πn(X) −−−→ Πn(Y ) est une n-e´quivalence exte´rieure.
(ii) Le morphisme L : Φ −−−→ Πn(| Φ |) est une n-e´quivalence exte´rieure.
Preuve : On va effectuer pour cela une re´currence sur n.
(a) Cas n=1 : (i) Si f : X−−−→Y est une e.h.f alors elle induit une bijection sur entre
les pi0 et des isomorphismes entre les pii pour i ≥ 1. D’apre`s le The´ore`me (2.4.4) du
chapitre 2 , pour tout x dans X il existe un isomorphisme de groupes :
pi1(Π1(X), x)
∼
−−−−−−→ pi1(X, x)
fonctoriel en X . Et comme T (Π1(X)) = pi0(X), on de´duit que Π1(f) est une 1-e.h.f.
(ii) Un groupo¨ıde Φ est en particulier un espace simplicial de Segal munit de la
topologie discre`te. Donc d’apre`s le The´ore`me de Segal on a :
TΦ = T (pi0 ◦ Φ)
∼
−−−−−−→ pi0(| Φ |) = T (Π1(| Φ |))
est une bijection et pour tout objets x, y de Φ on a une e.h.f :
Φ1(x, y) −−−−−−→ Ch
x,y(| Φ |)
et puis une bijection
Φ1(x, y) = pi0(Φ1(x, y))
∼
−−−−−−→ pi0(Ch
x,y(| Φ |)) = Π1(| Φ |)1(x, y)
ce qui montre d’apre`s la Proposition (4.3.1) que L : Φ −−−→ Π1(| Φ |) est une 1-
e´quivalence exte´rieure.
(b) Supposons la Proposition vraie pour n et montrons qu’elle l’est pour n+1.
(ii) Soit Φ un (n+1)-groupo¨ıde. On sait que PΦ est un espace de Segal donc pour
tout couple (x, y) d’objets de Φ on a un isomorphisme et une e.h.f :
| Φ1(x, y) |
∼
−−−→ (PΦ)1(x, y)
e.h.f
−−−−−−→(Ω | Φ |)1(x, y)
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Soit λ le morphisme compose´ des deux morphismes ci-dessus, il est de´fini comme
suite :
∀(a
M
, u
M
) ∈ Φ1,M (x, y)×R
M avec M ∈ Ob(∆n) on pose w =| (a
M
, u
M
) |
donc
λ(w) : R −−−−−−→ | Φ | (x, y)
t −−−−−−→ | (a
M
, (u
M
, t)) |
Conside´rons maintenant le diagramme dans la cate´gorie n-Gr suivant :
Φ1(x, y)
L
′
−−−−−−→ Πn(| Φ1(x, y) |)
L1(x,y)
y (D)
y Πn(λ)
Πn(| Φ |)1(x, y)
∼
←−−−−−−
F1
Πn((Ω | Φ |)1)(x, y)
Dans le diagramme ci-dessus les morphismes L
′
, Πn(λ) sont des n-e´quivalences
exte´rieures par hypothe`se de re´currence et F1 est un isomorphisme d’apre`s la preuve de
la proposition (3.2.1). En explicitant ces trois morphismes on montre que le diagramme
(D) est commutatif, ce qui entraˆıne que L1(x, y) est une n-e´quivalence exte´rieure.
Le diagramme (D) est commutatif si et seulement si pour tout objet M de ∆n le
diagramme (D)
M
suivant est commutatif :
Φ1,M (x, y)
L
′
M−−−−−−→ | Φ1(x, y) |M
L1,M (x,y)
y (D)M
y Πn(λ)M
| Φ |
1,M
(x, y) ←−−−−−−
F1,M
(Ω | Φ |)
1,M
(x, y)
Soit τ ∈ Φ1,M (x, y) donc F1,M ◦Πn(λ)M ◦ L
′
M (τ) = Γ
ou`
Γ : RM ×R −−−−−−→ | Φ |
(a, t) −−−−−−→ | (τ, (a, t)) |
Donc Γ = L1,M (x, y)(τ). Ce qui montre que (D)M est commutatif et par suite (D)
est commutatif.
Par ailleurs on a un diagramme commutatif :
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Tn+1Φ
Tn+1L
−−−−−−→ pi0(| Φ |)
‖
y ≀
T (pi0(PΦ)) −−−−−−→
∼
pi0(R(PΦ))
car PΦ est un espace de Segal et R(PΦ) home´omorphe a` | Φ |. Donc L est une
(n+1)-e´quivalence exte´rieure.
(i) Soit f : X−−−→Y une e.h.f. Donc pour tout x, y dans X on a une bijection
pi0(f) : pi0(X)−−−→pi0(Y ) et une e.h.f :
(ΩX)1(x, y)
h
−−−−−−→ (ΩY )1(x
′
, y
′
) ou` x
′
= f(x) et y
′
= f(y)
Par application de l’hypothe`se de re´currence on obtient une n-e´quivalence exte´rieure :
Πn((ΩX)1(x, y)) −−−−−−→ Πn((ΩY )1(x
′
, y
′
))
Conside´rons le diagramme suivant :
Πn((ΩX)1(x, y)) −−−−−−→ Πn((ΩY )1(x
′
, y
′
))
≀
y (E)
y ≀
Πn+1(X)1(x, y) −−−−−−−−→
Πn+1(L)1 (x,y)
Πn+1(Y )1(x
′
, y
′
)
ou` les fle`ches verticales sont des isomorphismes. La commutativite´ de ce diagramme
permet de conclure que Πn+1(L)1(x, y) est une n-e´quivalence exte´rieure.
Soit M un objet de ∆n, on va die´crire le diagramme (E)
M
suivant par deux chemins
diffe´rents :
(ΩX)
1,M
(x, y) −−−−−−→ (ΩY )
1,M
(x
′
, y
′
)
≀
y (E)M
y ≀
X
1,M
(x, y) −−−−−−→ Y
1,M
(x
′
, y
′
)
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(ΩX)
1,M
(x, y) −−−−−−→ (ΩY )
1,M
(x
′
, y
′
) −−−−−−→ Y
1,M
(x
′
, y
′
)
σ −−−−−−→ σ′ −−−−−−→ σ”
Les repre´sentants σ
′
et σ” sont de´finis comme suit :
σ
′
= h ◦ σ et σ”(a, t) = σ
′
(a)(t) pour tout (a, t) dans RM ×R
par l’autre chemin on a :
(ΩX)
1,M
(x, y) −−−−−−→ X
1,M
(x, y) −−−−−−→ Y
1,M
(x
′
, y
′
)
σ −−−−−−→ σ1 −−−−−−→ σ2
ou` cette fois les repre´sentants σ1 et σ2 sont de´finis par :
σ2 = f ◦ σ1 et σ1(a, t) = σ(a)(t) pour tout (a, t) dans R
M ×R
Or σ”(a, t) = σ
′
(a)(t) = h[σ(a)](t) = f [σ(a)(t)] = f [σ1(a)(t)] = σ2(a, t)
Donc le diagramme (E)
M
est commutatif et puis (E) est commutatif. D’autre part la
bijection pi0(f) co¨ıncide avec l’application :
Tn+1[Πn+1(f)] : T
n+1[Πn+1(X)] −−−−−−→ T
n+1[Πn+1(Y )]
On en de´duit alors d’apre`s la Proposition (3.4.1) que Πn+1(f) est une (n+1)-
e´quivalence exte´rieure.
♦
Conclusion et preuve du The´ore`me (3.0) :
Au chapitre 2 nous avons construit les deux foncteurs :
n− Top
Πn( )
−−−−−−→
←−−−−−−
| |
n−Gr
re´alisation ge´ome´trique | | et n-groupo¨ıde de Poincare´ Πn( ). Au cours de ce chapitre
nous avons pu e´tudier leur comportement et on peut conclure les re´sultats suivant :
(i) Si f : X−−−→Y est une e.h.f alors Πn(f) : Πn(X)−−−→Πn(Y ) est une n-e´quivalence
exte´rieure.
(ii) Si φ : Φ−−−→Φ est une n-est une n-e´quivalence, alors | φ |:| Φ | −−−→ | Φ | est une
e.h.f
ce qui permet de dire que les foncteurs ci-dessus induisent des foncteurs sur les
cate´gories localise´es :
22
n−Ho− Top
Πn( )
−−−−−−→
←−−−−−−
| |
n−Ho−Gr
D’autre part on a des isomorphismes naturels :
Φ −−−−−−→ Πn(| Φ |) dans n-Ho-Gr
| Πn(X) | −−−−−−→ X dans n-Ho-top
qui sont compatibles avec la fonctorialite´ en Φ et en X respectivement. Donc les
foncteurs Πn( ) et | | induisent une e´quivalence entre les cate´gories n-Ho-Gr et n-Ho-
top.
♦
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